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／
　数は完全に抽象化れさた純粋な概念で，これに正し.Ｖヽ推論を適用して得られた結果が，論理的に正
しいということには疑う余地がない．　こs,に正しい推諭というもの０中忙は，誤り無き数学的運算を
も含んでいるも０と考える．所で，こ０ようにして得られた結論が，その推論の出発点となった在来
　　　　●　　　　　　　』　　　　　　　　　　　　　　　’●　　　　　　　．の概念０範囲内では，どうしても解決がっかないような新事態に当面するに至った事例は，数学史上
に散見される所である･遠くピタゴラス時代のことは暫く措き，こｋでは近代数学に直接関係０ある
虚数と無限級数に例をとってみよう.
　　　　　　　　　　　　　　　　-数の結合を論するとき，虚数ソー1は当然論議の対象として登場しｔくる．然るに，数学者は長い
間その解釈と取扱いに当,惑した（z:）であった．虚数戊複素数の立場から，ガウスにようて始めてその正
しい評価を与えられた０であるが，デカルトが無意識的に数学に複素数を導入してから，ガウスが意
識的にこれを取扱うようになるまで忙も，其０間２ ９０年に近い歳月を要したのであった．又微分積
分学の発明以来無限級数は数学０最も重要な研究対象として登場した０である,が，十八世紀数学は無
限級数が示す種々０パラドクシ々片な結果を持て余したかたちであった．これはコーシーやアーベル
などによって解決０指針を与えられた０であるが，虚数にせよ，無限級数にせよ，在来０理念かちプ
歩ぬきん出ることによって始めてその木質を明らかにすることができた０である．
　　　　　　　　　　　　　　　　　ｊ　　～　●　　　　　　●　　　　　　●このような懸案の解決は，同時に数学０画明的発展０契機ともなった．事実，十九世紀の数学は複
素数と無限級歌とを主題として.展開されたとみることもできるであろう．十九世紀め後半,’こ０よう
な歌学即ち解柝学０研究が一応飽和的状態に達したとき，カッ1ヽ－ルの集合論が提起されて.二十匿
紀歌学興顎０素因をなした０である．二十伊紀の数学は集合を主題として.展開されたといっても過言
ではないであろう･
　然しながら，集合の概念は必らずし尽）.数０それ０如く純粋ではない．従って，集合に正しい推論を
適用して得られた結果が論理的に正しいと主張するには若干０疑間Iを０こす０である．集合論のパラ
ドックスを，在来の理念から一歩ぬきん出ることによって，解決し得る道が開･けるならば，数学にと
って，これに過ぎる幸扁はあり得ないといえるであろう．こ０故にこそ，人々はヒルバートの証明論
に多大０期待を繋いだわけである．ｔルパーlヽはカントールの創造した楽園（賃金論）をそのまｋ温
存し得る論理休系を，彼の証明喩によって，確立せんと企図した０であった．けれども，しレパード
及びそ０一門０優れた人々の努力犀もｶ八わらず，そ（Z）計画は遅々として捗らす，漸やぐ悲観的な観
測が行われるようになってきた．まことに残念なことといわねぼならぬ．
　十九世紀までは，数学は何等狐疑する所無くひたむきに向上０一路を歩み続けた．虚数の故に，人
々は数学そのも０に疑を懐くということはなかった．平行線０公理の反省は幾何学之の不信を伴うも
０ではなかった．数学０内部忙於ける疑阻は数学０手によって解決さるべきことを数学者は･固く信
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（１）
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図’　｜
じ，そしてその確信が裏切られるよう･なこ･とはなかった０であ'る．この確信憾，然しながら，集合論
０パラドックスによって動揺０色を見せ始めた．
　集合論０パラドックスは数学０内部で処理し兼ねる，数学０手に負えない厄介な問題と思われるに
至ったのである．こ０ことは，ヒルバートが超数学によって，又ブラウワーが論理を数学に隷属させ
ることによって問題０解決を図ったことによっても看取されるであろう．
　集合論のパラドックスは数学の純貞なる向上性に暗僻を投するも０であった．数学は自由を求めて
進むというカンlヽ－ル０おＸらかな希望は阻まれて，数学０進路に汝,然たる摩擦を感じさせるに至っ
た０である．別な言い方をすれぼ，数学は狐疑することを知った０であふ．数学ｒ於て，選択公理が
引合に出され，或いは超限帰納法が証明０裏付けとなるとき，数学者０中には警戒的批判的な眼を以
てこれに接する者が決して少なしとせぬ０である．二十世紀数学が表面０華々しさにｶ八わらす，何
となく明朗ならざる一面をもっこと陰否定し得ない事実である.　　　　　　　　　　　゛
　lニルバート０証明論による矛盾０解決が失敗に終るならば，カントールが創造した楽園もそ０一部
を破棄される悲運に立至るかも知れない．不幸にも，集合論０パラドッタス０解決は発展的解決では
･なく，犠牲を伴う解決以外に道は無さそう叱思われる．実際，ラッセル０型０理論もブラウワー０直
観主義も，矛盾なき集合系を得るためには,･数学に於ける既得の蓄積０貴重な部分を放棄せｰざるを得
ないという結論に到達した０であった．矛盾を追放するために，先哲の精神的遺産０,一部をも放棄す
ることを余俊なくされるという０であるならば，数学基礎論０采す役割は甚だ映えないも０といわね
ばならぬ．
　　　　　　　　　　　　　　　　背理の所在と矛盾無き集合系
　形式主義をのぞき，矛眉無き集合系の探求は従来専らそ０充足的立場から試みられた．即ち云云９
　　　　　　　　　　　χ制約０下に於ては集ぜは矛眉を含まぬであろうと０提案であった．矛眉無き集合系が何故に充分条件
によってのみ与えられねμならなかったか？　それは背理がどこに潜むかそ０所在を明確に把握する
ことができなかったためである．もし背理の所在を明確にし得るならぼ，これを取り除く必要手段を
講じ得る筈である･即ち無矛盾なるために必一要なる集合系が問題にされねばならぬ筈である．以下，
との観点から矛盾無き集合系について論じてみよう．
　背理の所在を数学的に示唆する一例･として次０推論をとり上げ　　Ｅ
る．
　集合Ａはこれと異る奥合Ｅに含まれるものとし，Ｅに関する
ＡＯ袖集合をＡで表わせぼ，
　　　　Å＋Å＝Ｅ，　ＡＡ＝ｏ　　　　　　（１）　　‥
なること･明かである．今ＢをＥに含まれるもう一つ０集合とすれ
ば，ＢＡ＝ｏとＢｃ:Ａとは同値である．（図１参照）
＊　こ5,に“集合”とはカントールの意味すろ理念の範囲外には出ないものと解されたい．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（２）
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即ち
　A,Bc]Ｅなるとき; B＼=o と Ｂｃ:Ａとは同値である･
そこで，も･しＢが全然元をもかないいわゆる空集合であるとすれば√
　BA=o　　ＢＡ＝ｏ
が同時に成立する，従って
（２）
（嗣
　　Ｂｃ］Ａ，Ｂ⊂：χ　　　　　　　　　　　　･’　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（４）
　が同時に成立することになって背理が生する．　　　　　　　　　　　卜
　　　（Ｏ　Ｏような背理の起る根拠は次のと点に要約ずるこ･とができよう．
　　ｉ）空集合を集合の一部類と･して取扱うこと．
　リi）空集合について無反省に（２）を適用すること．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　，
　ｉ）及びii）は集合論に於ては当然０こととして認められTCいることがらであるが，これらにっいては更
　に検討する必要がある．
　　先づご）にっいて考察しよう，例えば丁度ｎヶの元をもっ集合からｎヶの元をとり去るこすれぼ，
　元は無くなると同時に集合.も消緩する．従っで‘元をもたぬ集合”は存在しないこと明かであるから
　空集合なるも０は定義するこしとができない／もともと集合ぱ元をもづ’ことによって定義されるＯ
　であるから，　μ元をもたぬ”ことは集合０本質と矛盾する０であって，集合０一部類として空集合を
　認めることは，集合０定義そのものが矛盾を包蔵することになるわけである．故に元をもたぬ集合は
　考えらるべきでない．けれども，“元の存在したい場合｀’は勿論考えろことができる.，事実，我々は
　ＡとＢとが互に素なるとき
　　AB = o　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（５）
　と書いて，元の不存在なることを示すのである．集合論に於て空集合たる概念が措定されるのは，ハ
　ウスドルフもいっている通り，単なる便宜に過ぎない０であって，それが深い根拠に基すくものでも
　なけれぼ，或いはその措定に対して充分なる反省が加えられているものでもないのである．空集合な
　る語を元０不存在なる場合を示す意味に用いるならば無難であるが，これを集合の一部類どしで‘元
　をもたぬ集合”の意に解するならば，たちどころに二律背反に直面することになるであろう．
　　次にＵ）について考える，空集合について無反省に（２）を適用することは，空集合Ｂについて不用
　寥に　ＢＣ］Ｅ　なることを承認することになる．　ごｏことは　　　　　　　　　　２　．　　　　’
　　澗集合は如何なる集合祀も含まれる　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　づ　フバ６），
　とい’う仮定（公理）０裏付けによって可能になるのである．所で，（Ｏが成立ったらば，当然（４）
　が成立つ筈であるから，もし仮定（６）が認められるならば，（４）０成立つ根拠を（２）に求める
　迄もないことであった．よってii）の代りに（６）を置き換えてもよい.ことがわかる．集合論では（６）
　は自明のとととして認められているが.（６）を認めねばならぬ必然性は実０所何もない０である．
　二つｏ集合Ａ,Ｂが互に素なるとき（５）ｏ形で表わすのであるから　ＡＢ＝ｏ・はＡとＢとが分離ｏ状
　態にあることを意味する．特にＢを空集合とするときやはＱ（０が成立つ．従って空集合はあら,ゆ
・る集合と分離の関係にあ石とみる方が妥当な０である．即ち仮りに空集合を認め芯にしてIも．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（73）
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空集合は如何なる集合にも含まれない． （７）
とする方がより妥当と考えられるのである'．集合論に於て(０を公理的に認めていZ)事実は;集合
論が背理に対して全く無反省無警戒なる放胆な態度をとつていることを示すも０といわねばなら
ぬ．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ク
　今二つｏ集合Ａ,Ｂ⊂：Ｅｏ共通部分が存在するもｏとし
　AB= 61
と置く，θは次ｏ関係を充すこと明かである．　　　　　　　　≒
　Ad = e {θ（コA) , Be = d (0c::B) , A十∂＝Ａ‘，Ｂ十θ＝Ｂ
θを空集合とみなすときも（８）が成立つとされる（Z）であるか，とむ場合は更に
　　　ー　　　　　　－’θ⊂:A (A6'=o) , dc］Ｂ（Ｂθ＝ｏ）
（８）
（９）
‘となって背理を生する０である．空ならざる共通部分は（’8）によって或る程度空集合的性格をもっ
ことがわかる０であるが，（92）が成立たぬからこれによって背理を生するおそれは無い０である．
　序ながら，宗論に於ける最小元はこｏようなθによって与え
らるべきものであって，空集合と考えるべきでない．たとえ，・
AB=:O　と考えられる場合で乱Ｅｏ内部に
　Ａθ＝ｏ，Ｂθ＝ｏ　　　　　　　　　　　　　　　　　　.(10)
なるθが存在する限りこｏようなりをば最小元としてとるべきで
ある．言え･換えれば，Ａ,Ｂの代りにAU6I, BU6>七とるもｐと
しても実質的に何等支障を来さすに空集合を用いる不合理から脱
却することができるｏである．（図２参照）　　　　｀ 図　２
もしＥに於て（1りを充すようなθが存在しないとき,十例えばＢ＝Åとするならば，∂ほ空となるの
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　●　　　　　　　　　ゝ「　　　　　　　　●であるが，こ０とき（92）からも
　　θＣ:Å，　θ（コÅ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ダ
となって背理０生することが看取される．こ０場巻θを集合め一部類として認めることは
ＡＡｚθ (11)
なる集合θの存在を許すことに他ならない．論理の言葉を用い右ならば, C")を認めるととは排中
律の破棄を意味する０である．来論に於ける最小元がこ０ような.∂であり得ないことはそ０構成理念
よりみて明かなことで｀ある．
ｌ
　さて，もとに戻って考えよう．我々の見解の立場かちは，（１）に於てＡ＝Ｅとすることは許され
ない．何故ならば，０）に於てＡ＝Ｅならば，Ａは空集合となるからである．然し｡Ｅがこれと異
る他ｏ集合Ｆに含まれることが保証されるならば，こｏ第情は緩和されるであろラノというの憾，こ
○とき　　　　　　　　　　　　　　　　．●　　　　　　　　　　　　　　●’
　Ｅ十E = F, EE = o　　　　　　　　　　　　　　　　’　　　　几　　　へ
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（Ｏ
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が成立つから, A = Eと置いても，こんどはＥがÅの役目を代行して，Åを空集合に追い込むおそれ
がないからである．集合Ｅがこれと異る他ｏ集合に含まれることが保証されるときＥは技大可能であ
るといい，然ちざるときＥは攘大不能又は全集合であるということにしよう．Ｅが拡大可能ならば，
ＥＣ：Ｆ，Ｅヰ=ＦなるＦが存在し，Ｆが更に拡大可能ならば，Ｆ Ｃ：Ｇ，Ｆ牛ＧなるＧが存在する．以下
伺様ｏことが起るとすれぼ，次ｏ如き集合ｏ系列
Ｅ(コＦ Ｃ:Ｇ Ｃ:･…･;･Ｃ:w (12)
　が存在するであ･ろう．今(12)に於てＷはも,はやとれ以上拡大することができないものとしてみる･
ヽすると, W(D真部分集合Ａに対しては
　　Ａ十ÅエW, AAエｏ
．が成立つが，Å＝Ｗとすることはできない．言い換えると，Ｗに属する“すべてｏ元”について述
べることは許されないことになる０である．
　　上記０ことがらを具体的な例について述べてみよう･．数概念には計量的並びに順序的なる二台の属
性が考えられる．複素数ユ　　　　　　　　　　　　　　　，
　　r(cos(?十iSj卵）．（ｒ＞ｏ）　　　　　　　　　　’
についてこれをみれば，ｒは計量的性格，ＣＯＳ∂十iSi?は順序的性格（符号０概念を二般化しかも０）
を示すものとみることができる．それ故に数を計量的性格に限定して考えるならば，数の全
０実数以外に出ないこと明かである。即ち計量数の集合は自然数（Ｏを除く）から出発して
　出　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　泳:｡･･
数辱を包括して次第にその範囲伺
範囲は正
　　＊
分数，根
が拡大されるが，実数蜃休０集合叱至ってその拡大が極限に達し，そ
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．　，ぷ　，　　　　　　　　　　　＊
れ以上拡大不能になる．従って，上記に従えば，‘･すべて０実数”なる概念は，主体的に先ず実数Ｏ
一部を考え，それとその補集合との合併としてのみ意味を有し，客観的な全休性を意味.しないこと忙
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＊
なるわけである．これに反じ･すべての自然数”“すべて０有理数¨等は計量数０一部であるから，
客観的な全休としで正当な論理的対象となり得るｏである･
　さてＷが拡大不能となるときＷは考えられない．従ってこ０ような場合には　　　　　・
　　　．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　●　ｊ　　　　　●＿ ＿
　WW = o, W = W, W = ＼＼
は何れも成立ｏ根拠を失うであろう．論這的に解釈すれば｡Ｗが拡大不能な場合には排中律，同一律
二亙否定還元律は何れもそｃ意味を失うｏである．例えばすべてｏ有理数を主題としてこれに排中律
を適用する七とは可能であるが，計量数として０すべての実数を主題とするときは対偶法や帰謬法に
よる証明は意味がない．(対角絲論法Ｃ項参照j)
　カントールの集合ｏ意味付けは，任意０集合Ａが与えられたときÅ＋Ａも亦常に集合であることを
認めるも０と解されろ．従ってカ･ントールｏ集合論に於ては排中律もヽ二重否定還元律も成立しない場
合，即ち二律背反が起る可能性が認められる．カントールｏ集合系をそ(z)･ま八温存することを目標と
今E･　何れも正の数を意味する。
（5j）
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する形式主菱に於ても，集合の意味付けはカントールのそれと異る所がない:一方，直観主義に於て
　　　　ｉ１　　　　　　　　　７　●　●　　　１　　　　　　●は無限集合に対しては排中律０適用を一切禁する立場をとる０であるが，我々の観点からすればこＯ
制約は必要以上に厳格で甚だしく究屈を感する０である．　ラヅぜルは型０理論忙よって矛盾なき集合
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Ｉ　　　　●　　　１系を確立せんとしたが，そ０枝葉な点に於て恂ほ不完全な点０あることばラッセル自身認めている所
である．　（数理哲学入門第叩l章）ラッセルの理論は我ぺ）立場からは興味あ右ものであるけれど
も，ことではこれ以上.この理論にふれることを差控える･
　以上を要約すれば,’矛盾無き集合系について必要な制約はほSご次の如くになるであろう／
　集合の一部頂として空集合を措定することは許されない．もしこの制約が守られないならば，立ど
ころに排中律が破棄されて背理を生する．又この制約０結果として，空集合は任意の集合０部分集合
であるという集合論の通念は捨て去らねばならない．架空な（非存在を確認し得る）概念０外延は空
集合を導入するから，こ０ような概念によって定義される集合は我々め集合系より除外されねぽなら
ない●　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　’へ
　集合はこれと異る他の集合の員部分なることが保証される時に限り，その集合の‘すぺての元”
を正富な論理的對象としてとリ上げることができる．換言すれば集合が拡大不能とみなされるときそ
０‘゛すべて０元”は考えられない．又こ０ような集合の補集合は非存在が確認されているわけである
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　●　　　　　　１　　　’　ﾐ●●I●　・から，論理的対象となり得ない０であって，対偶法や帰謬法は効九を失うであろう．
　之を要するに，集合系が矛盾を含まない六=めには空集合と全集合（拡大不能な集合j）とを集合０部
類から除外されねぼならないということになるわけである．
　　　　　　　　　　　　　　　　超限叡につtヽて　　　　　　　　　　　　｀コ
　カントールの業績の一つは超限数論の建設である．然しこの理論心根底には恟ほ検討を要する点が
あるように思われる．そ○二三〇点について上記心観点から述べてみよう．
　超限順序数金休０集合をとると背理が生することはよく知られていさ)．こ０背理はブクリーフオル
テ０二律背反と呼ばれるものである．この二律背反は次０如く一般的に定義された二律背反の特別な
例とみることができよう●　　　　　　　　　　　　　　　　．
　無限集合の元を排列なる操作にようて網羅したとみなすとき二律背反が生ずる，
　如何にも，無限に多く０元を，排列し尽すという有限的観念と結びっけるとき，そこに矛盾が生ぜ
ざるを得ないのである．便宜上こ０二律背反を排列完了による背理とよぶことにする．
　無限集合の元を排列するとはその元を自然数と順次対応させるととであるから，こ０ように順序付
けられた集合は拡大不能な集合とみなさなけれぼならぬ．従ってヵ八る集合の元全休を対象とするな
らぼ，排中律が破棄され七背理を生する０であって，その例は上記超限数の場合に限らない０であ
る．例えぼすべて０自然数０集合をそ０大いさ０順に排列し尽したとみヽなせぼ，そ０排列０最後のも
＊　例えば次の公理が認められていろ。(Godel; TKc Ciisi3'enoyof the Ooiりniuii Hypothpsis. p.5)
　　(Å)(ｇＢ)(ｕ)(ll･Ｂ≡～佃Ａ)]。　　　　　　　　　　　　　‥ヅ
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　(６)－
超丿限.理念の論理的考察．（五十嵐）
･Z)がある筈であるからその直後０'自然数をとれば，この自然数は排列に属さない，即ち背理が生する
０である．又０と１との間０すべての有理数をとりこれを排列し尽し得るも０とみなせぼやはり背理
を生する．何故かといえば，ｶ八る有理数は小数点以下有限箇数０数字で表現し得る筈であるから，
同じ箇数の数字で表される数を一つＣ類にまとめ各類をそ(Zﾆ)数字の箇数０順に排列した'ものとすれ
ぼ，最後に位する･もの以外に倚ほ排列にもれた有理数があることになるからである･
　我々はこ1,で集合論で用いられる帰謬法０一枝S=1角線論一法についても同じ観点から論じ得ることを
指摘したい(Z)‘である．ヵｙトールはＯと１と０間の実数全休が可算的でないことを立証するためには
じめてこ０方法を用いた．そ○要旨は次０如くである．
　今１より小なる正０実数全休を排列し尽すことができるも０とし，そ０排列を次０ように表わすも
○とする.
　1)　0. aj a2 a3 a4･･‥･･
　2)　0. b, b, b. b4‥‥‥　　　　∧　　　　　　　　　　，
　3)　0. C, C. C, c4‥‥‥
　4)　ｏ.dld2d.j4‥‥‥
　こＸで有限小数は有効数字以下は全部Ｏを1つけておくも０とする．さて一りの小数
　　p=zo. a Iβ2γ3δ4……　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　.
を考えて，α1はａ!が奇数ならば２，０又は偶数ならぼ１と.し，β2以下も同じ方法でその値を定めるも
０とすれぼ，戸は有限小数でも循環小数でも無く而も上０排列０何０小数とも異るも(Z)である．故に
ｏと１と０間０実数全休を排列し尽すことができたとすると矛盾が生するが故にこの仮定は誤りであ
る･即ち１より小なる正０実数全休は可算的でない．
　こ０論証は見かけ上帰謬法０如くであるが，論証の根拠となる矛盾は排列完了による背理であっ
て，対角線論法ｏ仮走ｏ下に於ては当然起るべき矛盾であ心からこれを以て命題ｏ真なることを証拠
づけるわけには行かないのである．実際，もし対角線論法を正当な証明法とするならば，自然数ｏ集
合も１より小な芯正ｏ有理数の集合も亦可算的でないといえるであろう．全集合(拡大不能な集j
t
)
に対しては排中律も帰謬法も成り立たないことは前に指摘した通りである．対角線論法は排中律ｏ成
立しない領域(ujaivrse)に於て帰謬法を適用したも０であって，誤まれる論証手段である･
　上に述ぢたカこ／トール０論証は実数の集合０濃度が自然数や有理数０集合０濃度と異ること，換言
すれぼ無限に段階のあることを立証するも０として重要であるが，カントールはもう一tつの基本的定
理によってこ０ことをより一般的に証明したのである．それは次の定理である．
　　定理　・をーつの超限基数とすれば必ず　　a.<'^　が成立つ･
　カフトールの証明の要旨は次０如ぐである. (F. Hausdorff: Mengenlehreによる)
＊　　０とｌとの間の計登数はその聞の実数以外にない、
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（７）’
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　集合Ａの濃度をαとする．Ａｏすべてｏ部分集合の集合２Ａｏ中にはＡの只一つｃ元から成る集合､は
すべて含まれているから
　　　　､αく2°「
　　　　　－
なることは明かである..一般にＡと対当な2.｀の部分集合をＰとしＡの元ａに対応するＰの要素をA,i
すれば, asA.か又はａ石Å．である，そこでacA^tsる如･き元ａｏ集合をとＢすれぼ
　ａＥＡ。ならばasB, at A.な戸ばasB
であるから，ＢはＰの要素Å,の何れとも異る，故祀2Aの中にはＰの要素のほかに少くも一つｃ要素Ｂ
が存在する．よってＡと2Aとは対当でないからα半2゛,従ってα＜2“.（証了）
　　　匹さてを一つ０自然数とするとき，ｎ箇の相異る元から作られる組合せ０総数は
　　　ぺ
　ｎＣ。十ｎＣＩ十･‥‥十,,C,,= (1 + 1)" = 2"　　　｀
であるが．,Cj。ｎであるからｎ＞１ならぼｎ＜2・である．然しｎの如何にかいt）らす他の.自然数ｍをと
って　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　，
　　　　ri < 2" < m　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ノI　　　　　　　　　　　　　　　O）
ならしめることができろ．（１）が超限数の場合に拡張できるものとすれぼ，カｙトール０基本定理
は必ずしも成立すると･は限らない．カントールの定理は(1) (D前半を強調して
　　　一一　　－Ａ＜2A 　（ＭはＭの濃度を表わすもｏとする）　　　　　　　　　　　　　　　（２）
　　　　　　　　　　　　　　　　　－　－　　－なることを証明したものである･所で，Ａ～Ｂならばλ＝でB=a, 2" = 2*であるから，上ｏ定理ｏ証
明には/更に直接的に
　　　一一A<2iト　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（３）
なることをもぷす必要がある．然しＡとＢとが共通元をもたない場合には上記の証明手段は役に立た
ないｏである．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　‥
　例えば　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　，　　　．ｊ.
　　　　Ｋ＝く2n－ 1 ｝ ｎ＝1，2,3,……
∧　　　Ｇニ(2"'}　　･!!l＝1ｱ2jら゜¨¨’　　　　　　　　　　　　　　　　．｀’
とすれば，Ｋ～Ｇ，今Ｋと2Gとを直接対応させてカントールｏ論法を適用すると. GK=oであるか
ら上ｏ証明ｏＡに相当するもｏはＫ自身となり而もＫは２Ｇｏ要素でないから結論が得られないｏであ
る．　カン1ヽ－ルの証明法は集合Ａとそｏ部分集合族2Aとに対してｏみ有効なのである･
　さて2°ｏ要素はその要素に属する元ｏ和　　　　　　　　　‘
ダ＋2β十……＋22゛七α＜βく……＜゛
　　　　　　　　－
（４）
で特はU寸け得ることは明かである．然るに（４）は二進法による偶数０表現であるから26は偶数全
休の集合と一致するわけである．従って
（8j）
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　　　　Ｋ～Ｇ～20
　従ってカントール０記法によれぼ
　　　　　県こ2｀XX
となって（2），（3）は必らすしも成立しない．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＼
　　この結果は集洽諭の説く所と完全にくいちがうも０で，上例はカン1ヽ－ル０基本定理に対する一つ
　の反例といえるであろう．基水定理０証明に於て我々０坦解し難い点は,・（１）の前半に相当する理
　念のみを強調して，後半０直観を無視せんとする態度である．然しながら，この後半０直観を切り捨，
　てることは，無限を完了の状態に於て把握する考え方０基礎をなすものであって，カントール０‘真
　無限”なる超限理念はこれによって生する０である．従って（１）の後半の直観を無視することは決
　し七偶然でなく，集合論的考え方の必然的帰結というべきである．然しこのような考え方が上記の如
　き反例の原因ともなる０であるから，超限数論と雖も（１）０後半の直観と無関係であり得ないこと
　は明かである．　カントールの基本定理０証明には恂ほ不備な点があり，修正を必要とする０である．
　　最後に超限順序撒にっいて．超限順序数０基礎をなすも（Z）は排列完丁の理念である．超限順序数Ｏ
　　　　ω　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ａ）
　理論はｔを許容すれぱ比較的円滑に（撰択公理を認めるもｏとし幻推進せﾚられる．従って間暉は丸
　の許容如何にある．ω０母休となる“すべて０自然数をその大いさの順序に排列し尽した順序型”
　なるも０昧，そ０構成過程に於て論理的矛盾を犯すことかく措定し得るであろうか，そこに排列完了’
　による背理が入り込むすきがないと断定し得るであろうか，又見かけ上矛盾が起らないとすれば，そ
　れはQjに賦与さるべき無限的性格り打出し方が弱すぎるためではないか，等（乙）疑問が起る.
　　･・を単に自然数列０順序型によって定義する場合には表面上矛盾は起らないであろうが，そ０代
　りこのような定義によるωは無限的性格から遊離して，多分に有限的なものが加味されてくること
は否めない．実際，超限順序数系列は，・･を有限数とみヽなした場合０　ω一進数ｐ自’然数系列と何等
撰ぶ所がない.･かような系列に於ては矛盾が露呈する筈はあり得ないのであって，ω０結成過程に於
て起るべ.きであった排列完了による背理は一応棚上げされて，いわゆるブラリーフオルテの二律背反
にまで持ち越されて行ったと見るべきである.
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（昭和27年10月30日受理）’
（９）
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